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Schritte zur Verallgemeinerung
linearer Vorhersagen

Am Institut fiir Markscheidewesen und Geodiisie der TU Berg-
akademie Freiberg werden seit vielen Jahren Forschungsarbei-
ten auf dem Gebiet der Geomodellierung durchgefiihrt, die im
Zeitraum 19931997 durch das Leibniz-Programm der DFG ge-
fordert worden sind. Ein wesentliches Ziel dieser Forschungs-
arbeiten besteht darin, die geostatistischen Vorhersageverfahren
so auszubauen, daB die vielfiltigen markscheiderisch-geolo-
gisch-geophysikalischen Informationen, die aus Erkundung und
aus fachwissenschaftlichen Vorkenntnissen vorliegen, gemcin-
sam verarbeitet werden kdnnen. Mit der Losung dicser Aufga-
benstellung soll schlieBlich erreicht werden, daB der Geologe ein
leistungsfihiges Arbeitsinstrument fiir den intcraktiven Model-
lierungsprozef erhlt.

Im Zusammenhang mit der Entwicklung eines solchen ver-
allgemeinerten Vorhersageverfahrens sind verschiedene For-
schungsabschnitte zu nennen. In [1])° wird ein Verfahren zur Dis-
kussion gestellt, daBf die gemeinsame Auswertung von Stiitz-
werten und Gradicnten unter geostatistischen Modellannahmen
vorsieht. Es wurde als universelles Co- und Gradienten-Kriging
mit Filterung bezeichnet. Die Eignung dieses Verfahrens wurde
in der Dissertation ROTTIG [9] nachgewiesen. Prinzipiell ent-
spricht es dem von RENARD und RUFFO [7] vorgestellten
Gradicnten-Kriging.

Ein weiterer Schritt zur Verallgemeinerung ist die Einbezie-
hung von Vorkenntnissen zum Trend beim BAYESschen Kri-
ging [5]. In dieser Arbeit wird auerdem gezeigt, daB Universal-
Kriging und dic aus der Ausgleichungsrechnung bekannte Kol-
lokation zu identischen Ergebnissen fiihren. Ausgehend von den
Analogien zwischen Ausgleichungsrechnung und Geostatik
wird die Kollokation im BAYESschen Sinne erweitert [6].
Gleichzeitig wird die Beriicksichtigung von Gradienten und
Co-Variablen vorgesehen.

Bemerkenswert ist, daB dieses Verfahren auch dann ein-
geselzt werden kann, wenn nur zu cinigen der Parameter der
Trendfunktion Vorkenntnisse vorliegen. In dieser Ausstattung
wird damit cin sehr breites Spektrum linearer geostatistischer
Modelle erfaBt, das sich je nach dem Grad der Vorkenntnisse
vwischen den beiden Extremen, Simple-Kriging und Universal-
Kriging, bewegt, bei denen cinerseits vollstindige oder anderer-
seits gar keine Vorkenntnissc zum Trend vorausgesetzt werden.
Aus der Transformation des auf Gradienten und Co-Variable er-
weiterten BAYESschen Krigings |2] in das Regelwerk der Aus-
gleichungsrechnung [6] wird transparent, wic im Falle nicht-
linearer Trends zu arbeiten wire.

' Eingegangen am 12. Dezember 1997.
? Die Zahlen in eckigen Klammem beziehen sich auf den Quellennachweis
am SchluB des Aufsatzes.

In den Forschungsarbeiten der letzten 5 Jahre sind diese hier
aufgefithrten verallgemeinerten Vorhersageverfahren fiir die
praktische Anwendung entsprechend aufbereitet worden. Sie
werden in einem Programmpaket GEOSTATISTIK — KOLLO-
KATION, das den Namen SAFARI trigt, iiber das www einem
breiten Nutzerkreis zur Verfiigung stehen. Wie in unserer Arbeit
gezeigt wird, konnen die Verfahren iiberall dort cingesetzt wer-
den, wo ortsabhidngige Merkmale zu untersuchen sind, fiir die
das sogenannte Signal-, Trend- plus Rauschen-Modell, das auch
beim Universal-Kriging verwendet wird, geeignet ist. Ausge-
wiesen werden konnen fiir jede Vorhersagestelle im Raumbe-
reich des Merkmals Schitzwerte fiir Trend- und Signalanteil
sowie die entsprechenden Schiitzvarianzen mit Angaben zur
BAYES-Verbesserung durch Vorkenntnisse. Die damit erreichte
Ausbaustufe linearer geostatistischer Modelle stellt bereits
einen sehr allgemeinen Rahmen dar. ’

In der Veroffentlichung [4] wird nun diese eben beschriebene
Welt der linearen geostatistischen Modelle als eine Teilmenge
kernfunktionsbasierter Vorhersagen betrachtet, die dadurch ge-
kennzeichnet ist, daB die Kovarianz- bzw. Variogrammfunktion
als dic besondere Kernfunktion gewihlt wird. Andererseits wer-
den kernfunktionsbasierte Vorhersagemethoden, wie beispiels-
weise die Multiquadratische Methode, unter geostatistischen
Modellannahmen bewertet. Das heiit, es wird gezeigt, wie diese
Vorhersagen von den geostatistischen Vorhersagen mit mini-
maler Varianz abweichen konnen. Zu den Schatzwerten werden
Schiitzvarianzen bereitgestellt. Es wird ausgewiescn, wie groB
die Schitzvarianzverbesserung ist, wenn statt dessen ¢ine geo-
statistische Vorhersage gemacht wird. SchlieBlich zeigt die
Analyse von Kemfunktionen unter geostatistischem Zugang,
wie sich kemfunktionsbasierte Verfahren weiter ausbauen las-
sen, so daB beispiclsweise sogenannte StorgroBen bei der Vor-
hersage eliminiert werden kénnen und unterschiedliche Reich-
weiten der Nachbarschaftsbeeinflussung ihre Beriicksichtigung
finden.

Aufgabenstellung

Im Rahmen dieser Arbeit soll nun betrachtet werden, wie die in
|4] behandelten kernfunktionsbasierten Vorhersagen zu erwei-
tern sind, so daB auch Gradienten und Co-Variable mit in die
Auswertung einbezogen werden konnen. AuBerdem soll in die-
ser Arbeit auf weitcre sinnvolle Kernfunktionen hingewiesen
werden. SchlieBlich wird an Beispiclen gezeigt, wie die erwei-
terten Verfahren arbeiten und mit welchen Vorhersagefehlern ge-
rechnet werden muB.

Konzept zur Erweiterung des Verfahrens
fiir die Beriicksichtigung von Gradienten

Es wird nun angenommen, daB von einem zu untersuchenden
Merkmal z an verschiedenen Stellen x, mit i = 1 (1) n Stiitzwerte
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z gemessen worden sind, die im Stitzwertvektor z zusammen-
gefalBt werden kénnen.

'=(z, ..., 2).

Andererscits seien an den Stellen x; mit j = 1 (1) p Gradien-
ten Az, bekannt, die bei der Vorhersage mit berilcksichtigt wer-
den sollen:

Az = (zy 2y)"

Thre Komponenten werden ebenfalls in Vektoren z, und z,
zusammengefaBt.

FARS ¢ A—— Z‘,-)«
2T @ oo Zuds + e e v e e e e e e aaas @)

Dabei wird nicht gefordert, daB dic MeBstellen x, und x; zu-
sammenfallen miissen.

Bei der Ableitung des Interpolationsverfahrens wird wieder
zu trendfreien MeB- und Schiitzwerten ibergegangen. Nach der
verallgemeinerten Mcthode der kleinsten Quadrate (MKQ) er-
hiilt man im Unterschied zu [4] nun aus den in Z zusammen-
gefaBten Stiitzwerten und Gradienten die Parameter der Trend-
funktion

A=PF&z )
und deren Kovarianzmatrix
PRy, oo ©)
Dabei sind
i A L (@)
C. C, Cz
C= (Cu: C.: C) ............................. ®)
C, C..C.,
Fr=s(F FLED) oottt ()]
und
T o e R RS S § SEREEREP e s e s (10)
Damit lassen sich die trendfreien Werte
E=Z Rl vvmmiunmnctonennnean sisiissssssss an
sowie
B ComJERfTR i (12)
berechnen.

Unter Benutzung sogenannter Kernfunktionen ¢ wird zwi-
schen den trendreduzierten MeBwerten interpoliert. Die Kern-
funktionen sind abhiingig von den Koordinatenunterschieden

X =x=x, yi—y)

zwischen den Punkten des Raumbereiches, in dem das Merkmal
z definiert ist. Dariiber hinaus kénnen die Kernfunktionen durch
Modellparameter beeinflut werden, wie zum Beispiel durch
den Glittungsfaktor g bei der Multiquadratischen Methode:

g=qu=qx) =V —x)V+Qi-yy+g. ..o (14)

Mit den Kemfunktionen erhiill man den gesuchten Schitz-
wert ﬁ,, an einer Stelle x, aus der Linearkombination

A

Gomqi @, « e (15)
wobei a cin noch unbekannter Gewichtsvektor ist:

AT=85, veoy B)e sersmmensmnent RSSO EHA T E £ 58485588 8 (16)

Er 146t sich aus den gemessenen und trendreduzierten Stiitz-
werten { bestimmen, wenn fiir diese zu (15) analoge Beziehun-
gen

Si=qlamiti=l .l ooiiiiiiiiiiiiiiiiieens (17)
oder

C=QamitQ=(q) ... @) -ovrrinii (18)
aufgestellt werden. Man erhiilt

7 A T I I L e (19)
und kann damit nach (15) den Schitzwert berechnen:

Bl @7 e, (20)

Indiesen Formeln bezeichnen g, und g; die Vektoren der Kern-
funktionen, die wie folgt gebildet worden sind:

Q= (Gon e, @) UNA @7 = (Gt coos Qi) e @2n
Fiir die in (18) eingefithrte Matrix der Kemfunktion kann
auch geschrieben werden

qn Qi ...
0= gy 42

qm
wee Yo =Qu
Gni Y2 ... Gnm

Sie umfaft dic Kernfunktionen von allen Kombinationen
zwischen den Punkten des Raumbereiches, an denen Stiitzwerte
gemessen worden sind. Dagegen enthiilt der Kernfunktionsvek-
tor go die Kernfunktionen von allen Punktkombinationen zwi-
schen z, und z. Man konnte deshalb g, auch mit g.,. bezeichnen.

Wenn nun neben den Stiitzwerten z auch die Gradienten, ge-
nauer die partiellen Ableitungen z, und z,, mit in die Vorhersage
einbezogen werden sollen, dann miissen die Formeln (15) bis
(19) auch durch die entsprechenden partiellen Ableitungen nach
den Koordinatenunterschieden in x und y erweitert werden.

Die erweiterten Formeln fiir diesen Fall sind wie folgt:

Eom @U@, oo (23)
(1 - (24)
o= GT O (25
Dabei sind
AT TR A NI (26)
@T=(Q1y ooy Qny QX1 avey Xy Yy ety AYp)y eeeeianennns 27
L (A S o T (28)
und
Q. Q. 0.
0= (Q,,: Q... Qw,), ............................. (29)
0. 0. 0.,
Aus (11), (12) und (25) ergibt sich schlieBlich
AT 0 o IO ) [ — (30)

Die Endformel (30) fiir eine kemfunktionsbasierte Vorher-
sage an ciner Stelle x, des Raumbereiches hat wieder die ein-
fache aus der Kollokation bekannte Struktur. Fiir die Berech-
nung der Elemente von ., @ und é, € wird in unserer Software
die numerische Differentiation benutzt. Auf dicse Weise wird die
Arbeit mit unterschiedlichen Kern- und Kovarianzfunktionen
sehr erleichtert. Als Trendfunktionen werden Polynome bis zur
3. Ordnung zugelassen.
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Zur Beriicksichtigung von Co-Variablen

Liegen MeBwerte von einem weiteren Merkmal w vor, die eben-
falls in einem MeBwertvektor zusammengefaBt werden, und
bestehen Analogien zwischen w und dem zu untersuchenden
Merkmal z, dann knnen diese auch bei kernfunktionsbasierten
Vorhersagen entsprechend beriicksichtigt werden. Die Formeln
zur Bearbeitung dieses Falls sind wie folgt:

é\n SPa B, vaciedioni s T5E555 BNV £3A0ESE 1)
Em08 o oinmn e e v i 55555 5 AR 57 £ 3 46T (32)
£= GEOIE, evee oo o 83 3 ¥ 550 (33)
wobei die verwendeten GréBen durch

A ( LA S RS (34)
AT (BT AWy v 55 65 5653 5 puprmssesomssenssaveamie v ne s s s s s (35)
ETm(@n o, oo (36)
0= (g g: ) ................................... 37)
festgelegt sind. Mit den folgenden GroBen

ZVEUZEWY), v v v o s oo s oo R GIE B 55555855 (38)
2 FOR————— (39)
ﬁ‘ EUREL MWy 55565 0 S G FRES S 58584 (40)
FE LD sisssssacmmuemomemorseessissganes (1)

ergibt sich schlieBlich fiir diesen Fall dic Vorhersage an einer
Stelle x, aus

2=l O G =FR+JTR o, @2)

Im Falle von Co-Variablen und Gradienten werden die ab-
geleiteten Formeln entsprechend kombiniert. Die von uns ent-
wickelte Software ist auf diesen sehr allgemeinen Fall ausge-
richtet worden und gestattet dariiber hinaus noch die Beriick-
sichtigung BAYESscher Vorkenntnisse zum Trend nach [5, 6].
Sie liefert vielfiltige Angaben zur Einschitzung der Genauig-
keit der Vorhersagen.

Beispiel zur Multiquadratischen Methode
fir Stiitzwerte und Gradienten

Mit einem Anschauungsbeispiel zur Beriicksichtigung von Gra-
dienten bei der Multiquadratischen Methode, einer sehr belieb-
ten kernfunktionsbasierten Methode, sollen die Betrachtungen
abgeschlossen werden. Dazu wird der von ROTTIG [8] benutzte
Datensatz verwendet, der bereits mit Gradienten-Kriging aus-
gewertet worden ist. Dieser Datensatz aus einem 1km? groBen
Testfeld wird iiber das www bereitgestellt. Benutzt wird die in
(14) angegebene Kernfunktion mit einem Glittungsfaktor von
g=50m. In [4] wird gezeigt, daB diese sehr willkiirlich gewiihlte
Kernfunktion einer Variogrammfunktion

0 fiir s = 0; sonst

O | S PR T | SO 43)
oK +0/ (l —exp (— 2—2))

mit den Parametern

o= mpol=0-0f=(3mp, a@=(50m) ...... (44)

sehr gut entspricht.
Aus den Daten selbst wurden dagegen fiir diese Parameter die
Werte

0x=05m0.=35ma=250m

bestimmt [9]. Sie gehen in die Variogramm- bzw. Kovarianz-
funktion ein, die fiir die Genauigkeitsaussagen maBgebend ist.

In Bild 1 wird die mit der Kernfunktion (14) bei g = 50m
erhaltene Interpolationsfliche vorgestellt. Das Bild 2 zeigt die
Isolinien der Abweichungen dieser Flichen von einer optimalen
geostatistischen Vorhersage mit den Modellparametern (45). In
Bild 2 wird in der Bildmitte eine Stelle x, durch einen Stern
markiert. Die Software liefert fiir jede Stelle die in [4] ausfiihr-
lich abgeleiteten Schiitzwerte und Schiitzvarianzen. Fiir die mar-
kierte Stelle x, ergeben sich als Schiitzwerte fiir

Trend ’f‘ =106,9 + 1,3 m,
Signal 5,=1,6 + 1,4 m,
o 108,5 + 1,0 m.

A
Zo=Mo+ 5o =

1000

600
Bild 1. Anschauungsbeispiel zur Beriicksichtigung von Gradienten bei
der Multiquadratischen Methode (MQM mit g = 50 m); Zahlenangaben
in Meter; Datensatz aus [8].

0 200 1000

0 200

400 800 1000

Bild 2. Isolinien der Abweichung der MQM mit g = 50 von der opti-
malen Vorhersage durch Kriging; Zahlcnangaben in Meter.
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Die optimale geostatistische Vorhersage licfert
20=108,6 +0,7m.

Aus der Strenung der Differenz zwischen Multiquadratischer
(MQM) und geoslatistischer Vorhersage (Kriging) ergibt sich an
dieser Stelle ein mittlerer Fehler von

[ (MQM — Kriging) = + 0,7 m.

Zur weiteren Veranschaulichung der Unterschiede zwischen
MQM und Kriging sollen auch die in Bild 3 dargestellten Feh-
lerkurven dienen. Sic zeigen die in diesem Fallbeispiel zu er-
wartenden theoretischen Fehler fiir MQM und Kriging (KGG),
wenn die MeBstellen von den Vorhersagestellen im Abstand s
angeordnet werden.

Dariiber hinaus werden in Bild 3 zur Demonstration der
Giite dér Modellanpassung die Kurven fiir die sogenannten

8
o m ot '
6
P
e
f”/‘
t"-/.
4 b A ¥ S
7
& o
s H
ke 74 || — Kriging
S || — = theoretisch
,‘ /12 ----- empirisch
S g2 ;
0 T T T 1 T
0 100 200 300 400 500 600

Bild 3. Fehlerkurven fiir die 7u erwartenden Abweichungen der MQM
(g = 50 m) und des Krigings von den wahren, aber unbckannten Wer-
ten der Realisierung in der Natur fiir cincn Abstand s von den MeB-
stellen; ,.empirische® und theoretische Fehler der Differcnzen zwischen
MQM (g = S m) und Kriging nach der Modellanp 2; Zahl
ben in Meter.

&

800

Bild 4. Anschauungsbeispiel, modelliert mit der inversen multiquadra-
tischen Methode (g = 90 m); Zahlenangaben in Meter.

0 200 400 600 1000

empirischen und theoretischen Fehler der Differenzen A zwi-
schen den Schitzwerten der zwei unterschiedlichen Vorhersa-
geverfahren dargestellt:

A =(MOM(g = 5 m) - KGG).

Diese Fehlerkurven bilden die Basis fiir das erweiterte Back-
fitting nach MENZ [3], das fiir die Ableitung der Modellpara-
meter aus Gradienten konzipiert worden ist. Die Modellpara-
meter sind gut gewihlt, wenn die beiden Kurven koinzidieren.
In diesem Fall diirfen damit GenauigkeitsmaBe berechnet wer-
den. Fiir die Modellanpassung braucht man groBe Differenzen.
Deshalb wurde fiir g der ungiinstige Wert 5 m gewihlt. Die Feh-
lerkurve fiir die zu erwartenden Vorhersage(ehler bei der MQM
beziehen sich dagegen auf g = 50m, den Wert, der fiir die Iso-
linienberechnung benutzt worden ist.

Weitere zweckmaBige Kernfunktionen

Aus den Ausfithrungen geht hervor, daB als Kernfunktionen
auch andere Funktionen wiihlbar sind. Es ist nur zu fordern, daf8
sich die Matrix der Kernfunktionen invertieren liBt. Zum Bei-
spiel kinnte als Kernfunktion die Funktion

W= | U 47
4 V- xy+@i-y) + g

gewiihlt werden. Bei Vorhersagen mit dieser Funktion soll von
der inversen multiquadratischen Methode gesprochen werden.
In der physikalischen Geodisie entspricht (47) dem Gravita-
tionspotential der Einheitsmassen an den Punkten i und k, wenn
fiir den Glittungsfaktor g der Hohenunterschied

8=%4—Uu
eingesetzt wird. In Bild 4 wird fiir das Anschauungsbeispiel
eine Modellierung mit der Kernfunktion (47) fiir g = 90 m ge-
zeigt.

Eine andere Kernfunktion kénnte zum Beispiel

qu = Sinc (% Vxi—x)'+ (i=y) ) =

sin (% Vi —x)'+ (.- y.)’)/a’l Vix - xy+ G -y) .. (49)

sein, wobei Sinc x = [sin x]/x ist. Fiir a = 90 m crgeben sich im
vorlicgenden Beispiel gute Ergebnisse.

Mit der Betrachtung dieser beiden Kernfunktionen sollen
dicsc Ausfithrungen abgeschlossen werden. Es ist zu erkennen,
daf3 die Auswahl geeigneter Kernfunktionen weiter untersucht
werden konnte.

Zusammenfassung

In der Arbeit wird ein Uberblick iiber die Forschungsetappen zur
Verallgemeincrung der linearen geostatistischen Vorhersagever-
fahren gegeben, die mit dem BAYESschen Kriging einen recht
umfassenden Rahmen erhalten haben. Dennoch lassen sie sich
als cinc Teilmenge der noch allgemeineren Klasse der kern-
funktionsbasierten Vorhersageverfahren auffassen, die in der
vorliegenden Arbeil so erweitert worden ist, daB kiinftig auch
Gradienten und Co-Variable mit in die Vorhersage einbezogen
werden konnen. In einer Fallstudie zur Multiquadratischen
Methode wird auf Unterschiede zwischen kernfunktionsbasicr-
ten und geostatistischen Vorhersagen eingegangen. Auf weiter
niitzliche Kernfunktionen wird hingewiesen. Ein neues Verfah-
ren zur Ableitung der Modellparameter aus Gradienten wird be-
nutzt.
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> Betriebsdircktor Dipl.-Ing. H. BeiBner, Rheinbraun AG:
»Garzweiler I - Ein Projekt der Zukunft !?*.

Das vom Institut veranstaltete Kolloquium ,,Exploration 1998
Aachen* (12. Februar 1998) beinhaltete folgende Vortrige:

D> Dipl.-Ing. W. Miiller-Ruhe, Bohrgesclischaft Rhein-Ruhr
mbH: , Explorationsbohrungen — Licht im Lagerstittennebel 2;
D> Assessor des Markscheidefachs Dr.-Ing. K.-P. Gilles, Ruhr-
kohle Bergbau AG: ,Entwicklung und Stand der Exploration
und Vorfelderkundung in der Ruhrlagerstiitie”;

D> Dr. rer. nat. E. Rikers, DMT -~ GEOTEC: »Bohrlochgeo-
physik — Anwendungen in Exploration und Geotechnik*;

D> Assessor des Markscheidefachs Dipl.-Ing. S. Asmus, Rhein-
braun AG: , Lagerstiittenerkundung fiir den Braunkohlentage-
bau*

Ein weiteres Kolloquium mit dem Titel Der Markscheider
im Ausland - Weltenbummler, Aussteiger oder gefragter Spe-
zialist?* umfaBte die Vortrige:

D> Dr.-Ing. B. Goerlich, Montan Consulting GmbH: ,,Uberblick
iiber bergbauliche Titigkeitsfelder im internationalen Consul-
ting — Konkurrenzfahigkeit deutscher Bergingenieure im inter-
nationalen Vergleich*;

D> Markscheider P. Kraus: »Erfahrungen eines Group Mine
Surveyors im siidafrikanischen Bergbau - Erfahrungen aus dem
Berufsleben eines Markscheiders im Ausland*;

D> Assessor des Markscheidefachs Dr.-Ing. W. Dames, Explo-
ration & Bergbau GmbH: ,,Markscheidcrisches Tagesgeschiftin
einem auslindischen Erztagebau®.

Vertreter des Instituts nahmen unter anderem an folgenden
Veranstaltungen teil:

D X* International Congress of the International Society for
Mine Surveying, Fremantle Western Australia, »Mining in the
3" Millennium* (2.-6. November 1997);

> EUR-ACOM-Konferenz ,Environmental consequences of
the ceasing of coal exploitation, 17.-19. Dezember 1997 in
Oviedo sowie Folgetreften in Briissel am 26. Miirz 1998;

D> Tagebautechnische Fachtagung fiir den Braunkohlenbergbau
am 13. Februar 1998, Veranstaltung des Instituts fiir Bergbau-
kunde I1T der RWTH Aachen und des Deutschen Braunkohlen-
Industrie-Vereins e. V.;

D> International Conference on Coal-bed-Methane — Technolo-
gies of Recovery and Utilization —27.~29. Mai 1998 Ustron (Polen);
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