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Konditionierung von Krige-Matrizen
M. ALBRECHT & A. RoTTIG

Einleitung

Zur Bgschreibung und Vorhersage rdumlicher Merkmale aus zahlreichen Wissenschaftsgebieten
stellt die Geostatistik eine groBe Anzahl unterschiedlicher Krigingmethoden zur Verfigung, u.a.

- ordinary Kriging,

- universelles Kriging,

- Cokriging,

- Gradientenkriging,

- Indikatorkriging.

Die Modellierung der raumlichen Abhingigkeit der interessierenden Merkmale erfolgt tber Vario-
gramme bzw. Kovarianzfunktionen. Deren typischste Vertreter sind

- die Gaul'sche,

- die exponentielle,

- die sphéarische Kovarianzfunktion und

- der Nugget-Effekt,

sowie Kombinationen aus ihnen, insbesondere des Nugget-Effektes mit einem der anderen Model-
le.

Ein bei der praktischen Anwendung der verschiedenen Krigingmethoden hiufig auftretender
Effekt ist, daR bei Verwendung der GauB'schen Kovarinzfunktion ohne Nugget-Effekt stark ver-
falschte bzw. sogar unbrauchbare Krigingergebnisse erzielt werden, wiahrend bei anderen Kova-
rianzmodellen diese Schwierigkeiten nicht zu beobachten sind. Mit den Ursachen dieses Effektes
und deren Beseitigung beschéftigt sich der vorliegende Beitrag.

Theorie

Sei Z ein stochastisches Feld, stationar 2-ter Ordnung, isotrop, mit der Kovarianzfunktion K(h).
Dann fihrt das ordinary Kriging

Z, =w'z zeR" (1

ver Schitzer mit minimaler Varianz auf die Lésung des Gleichungs-

EARWE

als linearer, erwartungstre
systems

bzw. auch in Kurzform

iw = ¢ . (3)

' Dr. Matthias Albrecht & Andree Rottig, TU Bergakademie Freiberg, Institut fir
Markscheidewesen und Geodésie, AgricolastraBe 1, 09599 Freiberg



Der relative Fehler bei der Lésung des Gleichungssystems (3) 1aBt sich nach DiamMonD & Arm

STRONG (1984) wie folgt abschdtzen

law] 28cond( 2
=2 (4)
wl 7- écond( %)

estimmung der Kovarianzfunktion beschreibt. Es sei K,(h)

wobei & die relative Genauigkeit der B
) die gewidhlte, far die gelte

die "wahre" Kovarianzfunktion und K(h

7-5 < 1-Koth o 445 . (5)
7- Kth)

MaRgebend fir die relative Genauigkeit der Gewichte und damit far die Genauigkeit der Krige-

schitzung selbst ist somit die Konditionszahl der Matrix >
Kondition der Krigematrix ausgerechnet bei der

Wieso kommt es nun zu einer schlechten
en anderen dieses Problem nicht auftritt? Betrach-

GauR’schen Kovarianzfunktion, wihrend bei d
ten wir zur Klarung Abbildung 1.
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Ist der Abstand der beim Kriging verwendeten Stiitzstellen relativ klein bzgl. der Reichweite der
Kovarianzfunktion, so ist festzustellen, daR die GauR'sche Kovarianzfunktion nur einen minimalen
negativen Anstieg besitzt. Dies flihrt dazu, daR sich die Eintragungen in der Krigematrix zeilen-
bzw. spaltenweise nur unwesentlich voneinander unterscheiden, was die schlechte Kondition
bewirkt. Da die exponentielle und die sphirische Kovarianzfunktion auch bei kleineren Abstinden
noch Uber einen explizit ausgewiesenen negativen Anstieg verfiigen, tritt dieser Effekt nicht auf.

Zur Reduzierung der Konditionszahl von Matrizen bei schlecht konditionierten Gleichungssyste-

men gibt es aus numerischer Sicht die Mdglichkeit der Regularisierung. Anstelle des Gleichungs-
systems (3) 16st man das Ersatzproblem

(2' + add 1, ) Weg = C (6)

d.h., auf die Hauptdiagonale der Krigematrix wird eine positive Konstante addiert. Aus geosta-
tistischer Sicht entspricht dieses Vorgehen der Einfiihrung eines zusétzlichen Nugget-Effektes im
Kovarianzmodell. Daraus leitet sich unmittelbar die Frage ab, wie groB die Regularisierungskon-
stante zu wahlen ist, um eine vernlinftige Kondition und brauchbare Krigingergebnisse zu erzie-

len. Zur Beantwortung dieser Frage wurden eine Vielzahl numerischer Untersuchungen durchge-
fahrt.

Numerische Untersuchungen

Untersuchung des Einflusses der GroRe der Krigenachbarschaft auf die Kondition:
Betrachtungen von drei Punktkonstellationen mit 8, 16 bzw. 24 Punkten.

Untersuchung des Einflusses der Reichweite der Kovarianzfunktion auf die Kondition:
Berechnungen fir jeweils 10 verschiedene Reichweiten.

Durchfihrung der Berechnungen flir die exponentielle, die sphérische und die GauR’sche

Kovarianzfunktion mit unterschiedlichen Regularisierungskonstanten bei jeweils ahn-
lichem Verlauf.

Ergebnisse

Die Regularisierungskonstante wurde als geeignet angesehen, wenn die Konditionszahl bei Ver-
wendung der GauR'schen Kovarianzfunktion in die GréBenordnung der fir die exponentielle bzw.
sphirische Kovarianzfunktion gedriickt werden konnte. Dies wurde bei einer relativen Regularisie-
rungskonstante von 5-20% bzgl. der Streuung erreicht. Eine graphische Veranschaulichung die-
ses Ergebnisses ist in der Abbildung 2 zu sehen.

Diese Ergebnisse konnten bei Untersuchungen an einem synthetischen Beispielgebirge, bei dem
der direkte Vergleich zwischen vorliegenden und durch Kriging erzielten Werten durch eine Ana-
lyse der Residuen moglich war, bestatigt werden.
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Abbildung 2: Darstellung der logarithmierten Konditionszahlen in Abha’ng{'gkeit von der
Reichweite fiir verschiedene Kovarianzfunktionen und Regularisierungskonstan-
ten far das GaulB’'sche Modell.

Literatur

DIAMOND & ARMSTRONG (1984): Robustness of Variograms and Conditioning of Kriging Matrices. -
Math. Geology, Bd.16, Nr. 8.

Posa (1989): Conditioning of the Stationary Kriging Matrices for Some Well-Known Covariance
Models. - Math. Geology, Bd.21, Nr. 7.



