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Andree Rottig 

Grundlage dieses Beitrags sind drei Veroffentlichungen von 
J. Menz in dieser Zeitschriftenreihe. In (1 )* wurde die mathe-
matische Ableitung zu einem Vorhersageverfahren unter 
geostatistischen Modellannahmen, das die Anderungen von 
Lagerstattenparametem mittels Gradienten berticksichtigt, 
vorgestellt. Gedanken und Strategien zur Komplexauswer-
tung von Daten aus Bohrungen, StoBbemusterungen und 
geophysikalischen Messungen werden in (2) und (3) zur Dis-
kussion gestellt. An dieser Stelle sollen erste Erfahrungen bei 
der praktischen Umsetzung und Anwendung der theoreti-
schen Uberlegungen zum Gradientenkriging erlautert wer-
den. Um die Richtigkeit der Theorie experimentell nachwei-

* Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf den Quellennach-
weis am Schlu8 des Aufsatzes. 
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Bild 1. -Empirische Kovarianzfunktion und deren 1. und 2. Ablei-
tung. 
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Bild 2. Profilvorhersage einer Kuppe mit je zwei Stiitzpunkten und 
Gradienten. 
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Anschauungsbeispiele 
zur Beriicksichtigung 
von Gradienten 
bei der geostatistischen 
Vorhersage 

sen zu koonen, war es wegen des umfangreichen Rechenauf-
wandes notwendig, die wesentlichen Algorithmen zum Ver-
fahren zu programmieren. In der ersten Testphase suchte 
man auch Antworten auf die folgenden Fragen: 
t> Folgt in Profilen der Verlauf der Vorhersage dem Betrag 
und der Richtung der Gradienten zwischen zwei Stiitzpunk-
ten? 
[> LaBt sich die innere Geometrie einer Flache ausnahmslos 
durch Gradienten erfassen? 
t> Inwieweit ist eine Rekonstruktion der Struktur einer Fla-
che mit wenigen Stiitzpunkten und ausgewahlten Gradienten 
moglich? 
t> Wieviel Gradienten sind filr die Rekonstruktion notwen-
dig? 
t> Wo miissen diese Gradienten liegen? 
t> In welchem Verhaltnis stehen die Einfltisse der Stiitz-
punkte_bzw. der Gradienten auf die Vorhersagestelle? 
t> Rechtfertigt die Qualitat der Ergebnisse. den erhohten 
Rechena~fwand (wesentliche Erweiterung des Gleichungs-
systems zum universellen Krigiqg)? 

Mit den bisherigen Untersuchungen war es moglich, eine 
Reihe ·von Fragen zu beantworten. • Ein vollstandiges und ab-
schlieBendes Ergebnis zu den aufgeworfenen Problemen 
konnte mit den vorliegenden Resultaten noch nicht erreicht 
werden. 

Programmtechnische Umsetzung 
des Gradientenkrigings 

Am Anfang eines solchen Projekts steht immer die schwie-
rige Entscheidung, verwendet man bereits existierende Soft-
ware und erweitert sie um die benotigten Bausteine, oder er-
stellt man mit erheblichem Zeitaufwand eine vollig neue 
Software. Zur Realisierung des Gradientenkrigings wurde 
nach Abwagen der Vor- und Nachteile der zweite Weg be-
schritten. Obwohl das Verfahren auf dem bekannten (univer-
sellen) Kriging bzw. Cokriging aufbaut und diese als Unter-
menge beinhaltet, wurde eine eigenstandige Entwicklung be-
trieben. Ein einheitliches Datenkonzept ware unter dem 
Blickwinkel zukiinftiger Entwicklungen und der engen Ver-
zahnung bestehender und neuer Algorithmen unmoglich ge-
wesen. Man ware bei der Verwendung von schon existieren-
den Programmen an deren Struktur und an deren Beschran-
kungen, die jede Software hat, gebunden. AuBerdem sollte 
man den Aufwand, sich in fremde Algorithmen einzuarbei-
ten, nicht unterschatzen. Weitere Gri.inde sind, daB fast alle 
Geostatistikprogramme, deren Quellen zudem noch verfiig-
bar sind (z. B. GEO-EAS), in FORTRAN geschrieben sind 
und daB im Institut fur Markscheidewesen der Bergakademie 
Freiberg bereits ausfilhrlich beschriebene Algorithmen aus 
dem geostatistischen Baustein im Projekt ISOLIN vorliegen 
[4, 5]. Das Programm mu8 den speziellen Anforderungen der 
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Rot1ig: Anschauungsbcispiclc zu r BcrOck, ichtigung von Grod1cntcn he, der gcos1a11s1ischcn Vorhcn.agc 
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Bild 3. Vorhcrsagc cincr vollstiindigcn Schwingung. 

Unte rsuchung anpa8bar bzw. mil den fo rtschrcitcndcn Er-
gebnissen der laufendcn Forschung unkompliziert erweiter-
bar sein. 

Aus den in [ 1] vorgestellten Ableitungen ist ersichtlich. 
da8 in Abhiingigkeit der im Einwirkungskreis liegenden 
Stiitzpunkte und Gradienten sehr grolle Gleichungssysteme 
zu losen sind. Sie entstehen durch die Berucksichtigung der 
partiellen Ableitungen in x- und y-Richtung. Demzufolge 
geht ein beliebig im Raum liegender Gradient im Gegensatz 
zum Stutzpunkt mit zwei Gleichungen in das zu losende Glei-
chungssystem ein. Um die innere Geometrie einer Fliiche mil 
im Verhiiltnis zur Gradientenzahl sehr wenigen Stutzpunk-
ten, wie in (3] beschrieben, in der Vorhersage wiederherzu-
stellen, ist es notwendig, vollstiindig zu krigen bzw. moglichst 
viele der vorhandenen Gradient en und Stutzpunkte an jedem 
Rasterpunkt zur beriicksichtigen. Es ist vorauszusehen, dall 
es zu erheblichen Speicherkapazitiits- und Rechenzeitproblc-
men, vor allem bei dichten Rastern, kommen wird. Deshalb 
wird vorzugsweise wiihrend der Untersuchungsphase das Be-
triebssystem UNLX und die Programmiersprache C ror 
zwr ckrnaBig angesehen. 

"l ie Software ist in der ersten Entwicklungsstufe fiir die 
Te~ :., und Untersuchungen ein ausschlie81ich numerisches 
Programm mit eigenem Datenkonzept. Es sind Schnittstellen 
zum DXF-Forrnat und zum GRJD-Format des Programms 
Surfer ftir die graphische Darstellung der Berechnungsergeb-
nisse in anderen Systemen vereinbart warden. 

In der ersten Untersuchungsphase sollte die Richtigkeit 
der theoretischen Uberlegungen experimentell nachgewiesen 
werden. Dabei wurde vorerst auf simulierte bzw. reale Daten 
verzichtet. Die Oberpriifung erfolgte an einfachen vorgege-
benen, konstruierten Beispielen, bei denen man zur Beurtet-
lung der Yorhersageergebnisse einen bestimmten Verlauf er-
wartcn konnte. 

Untersuchung des Verfahrens 

Elndimensionale Vorhersage 
Als Sonderfall der zweidimensionalen Vorhersage ist die 
Schatzung in Profilen im Berechnungs~erfahre? ent_halten. 
Durch den Wegfall einer Richtung vernngert s1ch dte Zahl 
der Gleichungen fur die Gradienten um die Halfte und triigt 
zur besseren Obersichtlichkeit bei. Eine weitere Yereinfa-
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chung wurdc durch die sichcr gcrcch1fcrtig1c Bcschrtinkung 
der empirischen Kovarianzfunktion auf den Ausdruck 

a= e - u:; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( I) 

herbeigefiihrt . Gerade dercn Ab lcitungen vcrursachcn nu-
merische Probleme beim L6sen des Glcichungssystems. Die 
empirische Kovarianzfunktion und deren l. und 2. Ableitung 
fiir den Parameter a = 0.005, der ein Mall fiir die Abnahme 
der Nachbarschaftsbeeinflussung ist, zeigt Bild I. 

Der zu schatzende Lagerstiittenparameter soll in alien 
Fallen eine Schichtgrenze sein. Bei den folgcndcn Profilen 
wurde stets vollstandig gekrigt. Fii r die Beispiele der Bilder 2 
und 3 gingen jeweils zwei Stiitzpunk1e im Absland von 400 m 
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Bild 4. Prof1lvorhersage einer Kuppe mit drei Sttitzpunkten und ci-
nem Gradienten. 
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r R61tig: Anschauung.sbcispiclc zur Bcrilcksichtigung von Gradicntcn bci dcr gcostatis tischcn Vorhcrsagc 
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mit einer Hohe von 100 m in die Vorhersage ein. Die 
Schichtneigung wird an den Stiitzpunkten mit 50 gon vorge-
geben. Sie wird in den Bildern 2 bis 4 durch die Tangcnten-
einheitsvektorcn dargestellt und im Programm durch die ent-
sprechenden Gradienten beriicksichtigt, die wegen tan 
(50 gon) hier den Betrag ,,eins" haben. Die gepunkteten Li-
nien sind die Verlangerungen der Tangenteneinheitsvekto-
ren, die sich an der Stelle s = 1200 m in einer Hohe von 
300 m schneiden. 

Im Bild 2 hat der Gradient an der StelJe 1 ein positives 
und an der Stelle 2 ein negatives Vorzeichen. Als Ergebnis ist 
ein Verlauf der Kurve zu erwarlen, der unter den gepunkle-
ten Linien liegt, da in Abhangigkeit von Parameter a der ge-
wichlete Mittelwert der Slutzpunkte EinfluB auf den Verlauf 
der Schichtgrenze hat. Das Exlremum miiBte sich exakt in 
der Milte zwischen den Stiitzpunkten befinden. Im Bild 3 
wurde eine vollstandige Schwingung modelliert. Bild 3 (links) 
beschreibl sie durch zwei positive Tangenteneinheilsvekto-
ren; Bild 3 (rechts) zeigt, daB durch Beriicksichtigung von 
nur einem Gradienten der gleiche Verlauf erzeugt werden 
kann. 

Im Bild 4 wurde ein Gradient an der Stelle 1 durch einen 
zusatzlichen Stiitzpunkt in unmittelbarer Nahe des vorhande-
nen Stiilzpunktes ersetzt. Es wird erwartet, daB das Vorher-
sageergebnis dem des Bildes 2 ahnelt. Bei den Versuchen be-
lrngen die sohligeq Abstande und die Hohendiffercnzen zwi-
~chen den l>enachbartcn Punkten 10 m (a), 5 m (b), 1 m (c) 
und l dm (d), Es ist ejn<; weilgehenpe Obereinstimmung die-
ser Er~ebnl,&e rnil dem Vc::rgleichsobjekt von Bild 2 (e) zu 
verzeichnen, Dabei gehl aus dem vergroBerlen Ausschnitt im 
Bereich des Maximums hervor, da.B mit geringer werdendem 
Absland eine AIJ.llaherung an die Vergleichskurve (e) er-
folgt. Wird der Absland geringer. entstehen numerisch singu-
lare Matrizen durch linear abhangige Gleichungen. Nun stellt 
sich die Frage, weshalb ein neues Verfahren entwickelt wird, 
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wenn durch das Einfiihren eines benachbarten Stiitzpunktcs 
das altbewahrte Kriging zum gleichen Ergebnis fiihrt. Es sei 
an dieser Stelle nur darauf hingewiesen, daB fiir diese Vorge-
hensweise eine genaue teufenmaBige Zuordnung der Sliitz-
punkte erforderlicb ist. wahrenddessen das Gradientenkri-
ging lediglich Betrag und Richtung der Schwingung einer Fla-
che benotigt. Diese Werte konnen z. B. aus einer flachenhaf-
ten geophysikalischen Erkundung wesentlich zuverlassiger 
cnLnommen werdeo als Stiitzpunkte. 

Im Bild 5 ist ein Beispiel mit mehreren vorgegebenen 
Stiitzpunkten und Gradienten dargestellt. Die Vorhersage 
wurde mit einem a = 0,001 durchgefiihrt . Die punktierte Li-
nie ergab sich aus der Vorhersage mit alJen zur Yerfiigung 
stehenden Sliitzpunkten und Gradienten und diente in den 
weiteren Untersuchungen als Yergleichskurve. Bild 5 b zeigt 
den Verlauf der Schichtgrcnze, der nur durch die Beriicksich-
tigung der Stiitzpunkte I, 7 und 11 sowie aller Gradienten be-
stimmt worden isl (a). Relevante Abweichungen von der 
Sollkurve entstehen im Bereich von 2 200 bis 2 600 m, wo 
sich lediglich die Betrage der Gradienten, jedoch nicht ihre 
Richtungen, andern. Dieser Fehler wiirde sich ohne den 
Stiitzpunkt 7 als Parallelverschiebung auf die gesamle Kurve 
auswirken. Streich! man samlliche Gradienten mit dem An· 
stieg Null. ergibt sich cine weitgehende Deckungsgleichheit 
mit der Yergleichskurve. Der EinfluB der Information An· 
stieg Null isl durch das Weglassen der Gradienten g und i, so 
daB die Muldenstruktur nur durch den Gradienten h widerge-
spiegelt wurde, nachgewiesen worden. Es isl ebenfalls Ober-
einstimmung mil der Vergleichskurve zu veneichnen. Der 
Schichlenverlauf b wurde durch die Nichtbeachtung einer 
ganzen Slrukturinformation erzeugt, indem die Sli.itzpunkte 
3, 4 und 5 sowie die Gradienten c und d ignoriert wurden. Es 
kommt zu einer geringen Yerschiebung des lokalen Mini-
mums, die Muldenstruklur entsteht bei der Modellierung 
durch die Gradienten b und e. 
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Bild 6. EinfluB dcr Lage bzw. Anzahl der Stiilzpunkle und dcr Grndicntcn. 

Zweldimensionale Vorhersage 
Bei der zweidimensionalen Vorhersage wird ebenfa lls eine 
vereinfachre Form der empirischen Kovarianzfunktion be• 
nu 121. 

a= e - u' (&x' + 6y') . .. . ••••... • •. . . •. ..• (2) 

Um die Ergebnisse aus der eindimensionalen Vorhersage 
bei diesen Untersuchungen zum Vergleich nurzen zu konnen, 
wurde ein dem im Bild 2 darges1ell1en Fall iihnliches Beispiel 
konsrruiert, dessen Raumbild im Bild 6a zu sehen isl. Die zur 
Modellierung verwenderen Gradienten haben jeweils den 
Absolutbetrag .,eins", und an den Fullpunkten liegt ein Stutz· 
punkt mit der Hohe 100 m (Bild 6 b). Der Parameter a betrug 
0,005. Die lsoliniendarstellungen der Bilder 6c bis 6 f (Kan-
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tenlange 405 m) entstandcn durch die Bcriicksichtigung dcr 
folgenden Komponenten: 
!> Bild 6c: Gradienten und Stiitzpunkte an den Stellcn I 
und 5; 
!> Bild 6d: Gradienten und Stiitzpunkte an den Stellen l , 3, 
5 und 7; 
!> Bild 6e: Gradienten an den Stellen 1 und 5 sowie Stiitz-
punkte an den Stellen -1, 3, 5 und 7; 
!> Bild 6f: alle Gradienten und Stiltzpunkre. 

Im Bild 6 g sind die Schnitte 1-5 (ausgezogen) und 3-7 
(ges1richel1) aus der lsoliniendars1e\lung des Bildes 6 c aufge• 
tragen. Wegen der stillzpunkttreuen Yorhersage schneidel 
die 100-m-Niveau-Linie die Stiltzstellen 1 und S, wlihrend zu 
beiden Seiten die Wirkung der Gradienten nachlaBt. Die 
Schnitte im Bild 6 h liegen in der Achse l -5 und gehoren zu 
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R6ttig: Anschauungsbeispic lc zur BcrUcksich1igung von Gradicn1en bci dcr gcos1a1is1ischcn Vorhersagc 

-.:·-\?}?>: > 
links: Raumblld 
rechts· Vorhersageergebn1s m,t 

EingangsgrliOen 

Oild 7. S1ruklurclc mc,11 
Sat 1clnlichc . 

Bild 9. Vcrgleich der Vorhcrsagen mil fiinf Stiitzpunklc n und alie n 
Gradienten bzw. mit der Hlilfte der Gradienten. 

den lsoliniendarste llungen der Bilder 6c bis 6f. Ats Yer-
gleichskurve dient die eindimensionale Vorhe rsage a us Bild 
2, die sich erwartungsgemaB m.it dem Schnitt 6c vollstiindig 
deckt. In dieser Darstellung liiBt sich der EinfluB der Stutz-
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links: Raumbild 
rechls: lsollniendarstellung 

und zugehOriges 
Grad,entenleld 

Bild 8. Kons1ruicr1c 
topographische Fl~chc. 

Bild 10. Vergleich der Vorhersagen mil ali en G radienten und filnf 
Stlltzpunkten bzw. mit 36 Stiitzpunktc n. 

punkte bzw. der Gradienten gut erkennen . Ein rotatio nssym-
mctrisches Paraboloid entsteht nur durch Gradientenkriging 
mil 8 Stiitzpunkten bzw. Grndienten (Bild 6 f) . Jc mehr Gra-
dienten zur YerfOgung stehen , desto mehr gleicht sich das 

Das Markscheidewesen 99 ( 1992) Nr. 



-
Rilttig: An-.chauung.,bci,piclc zur OcrOck,ich1igung von Grad1c111cn be, dcr gco,rn 11,1i~chcn Vorhcrsagc 

Oild 11. Vorhersagc mil a = 0.009. 

Maximum im Zentrum dem Hiicbstwcrt von 300 m an. dcr 
sich aus dem Schnittpunkl dcr verlangerten Tangcntenein-
hcitsvektoren crgibt (Bild 6c, d. f). Mit steigcndcr Zahl der 
Stiitzpunktc tendiert die Vorhersage zum gewichteten Mittel-
wcrt (Unterschied 6 c-6 d). 

Ein weiteres grundlegendes Strukturelement ist der Sat-
telpunk t (Erlauterungen zu Strukturelementen. s. Menz). 
Deshalb wurde das Gradientenkriging mit einer einfachen 
Sattelflliche (Bild 7, links) geteste t. Im Bild 7, rechts, sind 
neben dem Ergebnis des Gradientenkrigings die Gradienten 
mit dem Betrag ,,eins" sowie an deren Fullpunkten die Stiltz-
punkte eingezeichnet. 

Da beim Testen der einzelnen Strukturelemente befriedi-
gende Ergebnisse erzielt wurden, ist im nachsten Schritt eine 
topographische Filiche (Bild 8, links). die alle Strukturele-
mente enthalt, mit dem Verfahren modelliert worden. Die 
Flache 11 urde mit dem Darstellungsprogramm Surfer <lurch 
Eingabe von 86 Stiitzpunkten erzeugt. Aus dem Gridfile des 
Surfers (23 Zeilen x 27 Spalten) wurden die Gradienten be-
rechnet (Bild 8, rechts). 

Im Bild 9 sind Resultate von zwei Vorhersagcn mit 
a = 0,005 dokumenticrt. Grundlage waren filnf Stiilzpunkte 
(Verteilung in den Bildem 8 bis 12 dargestellt) und alle ver-
filgbaren Gradienten (Ergebnis im Bild 9 gestrichelt) bzw. 
jeder zweite im Bild 8 gezeichnete Gradient (Ergebnis im 
Bild 9 punktiert). Es soUte uberpriift werden, ob cine Erho-
hung der Gradientenzahl die Vorhersage vcrbessert. Schon 
bci Berucksichtigung der Halfte der verfiigbaren Gradienten 
crhalt man gut genahrtc Ergebnisse, die <lurch die hier re-
chentechnisch maximal mogliche Verdichtung der Gradien-
len in ihrcr Nahcrung nicht wesentlich veranderr werden. Die 
Vermehrung der Stiitzpunktzahl a uf 36 bringt keine relevan-. 
ten Verbesserungen (punktierte Linien im Bild 10). Die ge-
strichelten Linien sind mil denen im Bild 9 identisch. Anhand 
des Be ispiels aus (3, Bild 2] laBt sich der EinfluB von a sehr 
dcutlich zeigen. Die Vorhersage von Bild l l (durchgezogene 
Linie} erfolgte mil a = 0,009. Die Muldenstruktur rechts 
wird nicht widergespiegelt . Die gleichen Eingangsdaten und 
cin a = 0,005 liefern das im Bild 12 gezeigte Ergebnis (durch-
gezogene Linie). Obwohl sich die entsprechenden Niveauli-
nien nicht decken. sind alle Strukn1relemente in der Vorher-
sage wiedererstanden. Die Schlitzungen sind also im Gegen-
~atz zum cinfachen Kriging wesentlich von der GroBe des Pa-
ramete rs a abhlingig. 
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Bild 12. Vorhcrsagc mil u = 0.005. 

Zusammenfassung 

Am Jnsti1u1 fur MarkscheideweM:n dcr Bcrgakadcmic Frei-
berg wurdc eine Software zur Rcalisierung des Grn<lientcn-
krigings mit der Programmic rsprache C unter dem Bctricbs-
system UNIX vorerst zu Testzwecken entwickelt. Mit ihr 
wurde <lurch Anschauungsbeispicle die Wirkungsweise des 
Gradientenkrigings demonstriert. Es wurde cin erstcr experi-
menteller Nachweis zur Riclltigkeit der theoretischen Ablei-
tungen gefilhrt. Es konnte gezeigt werden. daB sich ubcr 
Gradienten die innere Geometric cincr Flachc crfassen laBt 
und dafl <lurch die Einbeziehung von Gradienten in die Vor-
hersage eine Redurierung der Sliitzpunkte (Bohrungen) 
miiglich wird. Fur die Schatzung reichcn ausgcwahltc. struk-
turbestimmende Gradienten sowie wenige Stiltzpunktc a us. 
die der hohenmalligen Orientierung dienen und nicht ergo-
disch sein miissen. Es sind wcitere Untersuchungen notwen-
dig. um die am Anfang forrnulierten Fragen ausreichend zu 
beantworten, z. B. nach EinfluB, Anzahl und Lage dcr Gra-
dicnten bzw. Stiltzpunkte. 

In der nachsten Phase wird das Zusammcnwirken von Co-
kriging bzw. Trendberiicksichtigung und Gradicntenkriging 
getestet. Sollten auch dicsc Untersuchungen erfolgreich sein. 
kann ein weiterer programm technischer Ausbau des Verfah-
rens erfolgen. 

Quellennachwels 
I. Menz. J .: Geostatistische Vorhcrsage des Schichtcnvcrlaufcs im 
Gebirge auf der Grundlage van Oohrungen, Stollbcmusterungcn 
und geophysikalischen Mcssungcn. In: Markscl1eidewesen 98 (1991). 
H. 2. S. 70- 73. 
2. Menz, J.: Gesichtspunkte flir den weitcrcn Ausbau gcostatisti-
scher Vorhcrsageverfahren. In: Markscheidewese11 99 (1992), H. 2, 
s. 217- 220. 
3. Menz, J.: Beitrage zur mark.scheiderisch-geologischen Komplex-
auswertung untcr geostatistischen ModeUannahmen. In: Marksc/1ei-
dewesen 99 (1992). H. 4, S. 320-323. 
4. Menz, J.: Lagerstattenmodellierung mit dem Programmsystem 
Geostalistik. hr. Ne11e 8ergba11tecl1nik tS (1985), H. 11, S. 404-407. 
S. Schlopies, D. u. a.: Auromarisclies Zeichnen von lsoli11ie11. Pro-
jektdokumentation !SOUN. Brennstoffinstitut Freiberg, 1977, un-
veroffentlicht. 

329 


